
1 Homotopy on Kan complex

Definition 1.1. Kを simplicial setとしたとき、x, y ∈ Knに対し、x ∼ yとは、dix = diy (0 5
i 5 n)かつ、z ∈ Kn+1 が存在し、dnz = x, dn+1z = y であり、diz = sn−1dix = sn−1diy (0 5
i < n) を満たすことと定義する。z ∈ Kn+1 を xから yへの homotopyと呼ぶ。

Proposition 1.2. KをKan complexとしたとき、∼はKn (n = 0)における同値関係である。

Proof. 　　 x ∈ Kn に対し、snx ∈ Kn+1 を考えると、simplicial conditionから、

dnsnx = x = dn+1snx

また、disnx = sn−1dixであるため、x ∼ xとなるので反射律は良い。

対称律と推移律は、x ∼ x′、x ∼ x′′のとき、x′ ∼ x′′を示せば、同時に示される。faceが一致し
ている条件は良い。それぞれの homotopyを y, z ∈ Kn+1 とすると、

dny = x, dn+1y = x′, diy = sn−1dix = sn−1dix
′ (0 5 i < n)

であり、さらに

dnz = x, dn+1z = x′′, diz = sn−1dix = sn−1dix
′′ (0 5 i < n)

である。今、n + 2個の (n + 1)-simplex

d0snsnx′, · · · , dn−1snsnx′, y, z ∈ Kn+1

を考えると、compatibly conditionを満たしている。（Λn+2
n+2からの extensionを持つ）。K がKan

complexなので、w ∈ Kn+2が存在し、diw = disnsnx′ (0 5 i < n)、dnw = y, dn+1w = zを満た

す。dn+2w ∈ Kn+1 を考えると、

dndn+2w = dn+1dnw = dn+1y = x′

dn+1dn+2w = dn+1dn+1w = dn+1z = x′′

となり、0 5 i < nに対し、

didn+2w = dn+1diw = dn+1disnsnx′ = dn+1sn−1sn−1dix
′ = dn+1snsn−1dix = sn−1dix

′

であるので、x′ ∼ x′′ となる。

Definition 1.3. Kを simplicial setとしたとき、∗ ∈ K0に対し、∗ : ∆0 −→ Kと考えられるの

で、その像を考えれば、任意の n = 0に対し、∗ ∈ Knと考えられる。正確には、sn−1 · · · s0(∗) ∈ Kn

を考えればよい。このとき、(K, ∗)n = {x ∈ Kn | dix = ∗ , 0 5 i 5 n}というKn の部分集合を

定義する。ただし、(K, ∗)0 = K0 である。K を Kan complexとしたとき、(K, ∗)を Kan pairと
呼ぶことにする。

πn(K, ∗) := (K, ∗)n/ ∼
で定義する。注意としては (K, ∗)は simplicial setや Kan complexとは考えていない。あくまで
各次元での部分集合である。π0(K, ∗)をK の path compornentと呼び、これが一点集合の時、K

は path connectedであると呼ぶ。
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Definition 1.4. n = 1としたとき、[x], [y] ∈ πn(K, ∗)に対し、次のように積を定める。n + 1
個の n-simplicial

∗, · · · , ∗, x,−, y ∈ (K, ∗)n ⊂ Kn

を考えるとこれは、compatibly conditionを満たすので、z ∈ Kn+1が存在し、0 5 i 5 n− 2にお
いて、diz = ∗であり、dn−1z = x、dn+1z = yを満たすものが存在する。dn−1dnz = dn−1dn−1z =
dn−1x = ∗、dndnz = dndn+1z = dny = ∗であるので、dnz ∈ (K, ∗)n であり、

[x][y] = [dnz]

により定義する。

Lemma 1.5. 上記の積は well definedである。

Proof. 　　まず、homotopyの選び方によらないことを示す。[x], [y] ∈ πn(K, ∗)に対し、z1, z2 ∈
Kn+1 を dn−1(zj) = x, dn+1(zj) = y, di(zj) = ∗ (0 = i < n− 1) を満たすものとする。このとき、
dnz1 ∼ dnz2 ∈ (K, ∗)n を示す。

∗, · · · , sndn−1z1,−, z1, z2 ∈ Kn+1

は extension conditionを満たすので、w ∈ Kn+2 で、

diw = ∗ (0 5 i < n− 1), dn−1w = sndn−1z1, dn+1w = z1, dn+2w = z2

を満たす。ここで、dnw ∈ Kn+1 を考えると、

dndnw = dndn+1w = dnz1, dn+1dnw = dndn+2w = dnz2

なので、dw が dnz1 と dnz2 を繋ぐ homotopyである。
続いて代表元のとり方によらないことを示す。x, y, y′ ∈ (K, ∗)nに対し、y ∼ y′と仮定する。つ

まり、w ∈ Kn+1 が存在し、dnw = y′, dn+1w = y であり、diw = ∗ (0 5 i < n)となる。このと
き、[x][y] = [x][y′]を示す。[x][y′] = [dnz′]と表す。ただし、z′ ∈ Kn+1 は dn−1z

′ = x, dn+1z
′ =

y′, diz
′ = ∗ (0 5 i < n− 1) である。∗, · · · , ∗, sn−1x, z′,−, w ∈ Kn+1に対し、extension condition

を満たすので、u ∈ Kn+2が存在し、diu = ∗ (0 5 i < n−1), dn−1u = sn−1x, dnu = z′, dn+2u = w,

を満たす。このとき、dn+1u ∈ Kn+1 を考えると、

dn+1(dn+1u) = dn+1dn+2u = dn+1w = y

そして、

dn−1(dn+1u) = dndn−1u = dnsn−1x = x

であるため、[x][y] = [dn(dn+1u)]となるが、

dn(dn+1u) = dndnu = dnz′

なので、[x][y] = [dnz′] = [x][y′]である。

Proposition 1.6. n = 1に対し、πn(K, ∗)は上記の積で群となる。
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Proof. 　　まず [∗] ∈ πn(K, ∗)が単位元であることを示す。[x] ∈ πn(K, ∗)に対し、[x][∗] = [dnz]
である。ただし、z ∈ Kn+1で、diz = ∗かつ、dn−1z = xを満たす。このとき、sn−1(x)もこの条
件を満たすので、[x][∗] = [dnsn−1x] = [x]。逆も同様である。
逆元の存在については、[x] ∈ πn(K, ∗) に対し、[y][x] = [∗] となる [y] ∈ πn(K, ∗) の存在を

示せばよい。∗, · · · , ∗,−, ∗, x ∈ Kn が extension condition を満たすことから、z ∈ Kn+1 が存

在し、dn+1z = x, dnz = ∗, diz = ∗ (0 5 i < n − 1) を満たす。よって、[dn−1z] を考えると、
[dn−1z][x] = [dnz] = [∗]である。逆に、[x][dn−1z]を考えたとき、[x][dn−1z] = [dnw]と表す。こ
のとき、

∗, · · · , ∗, z,−, ∗, w
に対し、u ∈ Kn+2 が存在し、diu = ∗で、dn−1u = z、dn+2u = wを満たす。このとき、dnuを

考えると、didnu = ∗、
dndnu = dndn+1u = dn∗ = ∗

また、

dn+1dn = dndn+2u = dnw

なので、dnw ' ∗。
続いて結合則について確かめる。[x], [y], [z] ∈ πn(K, ∗)に対し、extension propertyをつかうと、

wn−1 ∈ Kn+1 が存在し、

diwn−1 = ∗ (0 5 i < n− 1), dn−1wn−1 = x, dn+1wn−1 = y

を満たし、また、wn+1 ∈ Kn+1 が存在し、

diwn+1 = ∗ (0 5 i < n− 1), dn−1wn+1 = dnwn−1, dn+1wn+1 = z

を満たし、また、wn+2 ∈ Kn+1 が存在し、

diwn+2 = ∗ (0 5 i < n− 1), dn−1wn+2 = y, dn+1wn+2 = z

を満たす。さらに、extention propatyを使えば、w ∈ Kn+2 が存在し、

djw = wj (j = n− 1, n + 1, n + 2), dj = ∗ (0 5 j < n− 1)

を満たす。

([x][y])[z] = [dnwn−1][z] = [dnwn+1] = [dndn+1w] = [dndnwn+1] = [dn−1dnwn+1][(dn+1dnwn+1)] = [x]([y][z])

Proposition 1.7. n = 2において、πn(X, ∗)はアーベル群である。

Proof. この証明にはいくつか準備が必要である。まず、定義からこの群の積構造が、n− 1番目、
n + 1番目の座標で n番目を対応させる雰囲気である。もし、この番号がずれていたらどのような

ことが起こるかを見てみる。通常は、(∗, · · · , ∗, xn−1, xn, xn+1) ∈ (X, ∗)n+1
n において、x ∈ Xn+1

が djx = xj を満たせば、[xn−1][xn+1] = [xn]であった。
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1. (∗, · · · , ∗, xn−2, xn−1, xn, ∗) ∈ (X, ∗)n+2
n において、x ∈ Xn+1 が djx = xj を満たせば、

[xn][xn−2] = [xn−1]である。

(∗, · · · , ∗,−, xn−1, xn−2)において、extension conditionより、y ∈ Xn+1が存在し、0 5 i 5
n− 2に対し、diy = ∗, dny = xn−1, dn+1y = xn−2 を満たす。

(∗, · · · , ∗, snxn−2, y,−, x, sn−2xn−2)

が extension condtionを満たすため、z ∈ Xn+2 が存在し、0 5 i 5 n − 2に対し、diz = ∗,
dn−2z = snxn−2, dn−1z = y, dn+1z = x, dn+2z = sn−2xn−2 を満たす。このとき、dnz ∈
Xn+1 を考える。0 5 i 5 n− 2に対し、didnz = dn−1diz = ∗であり、

dn−1dnz = dn−1dn−1z = dn−1y

dndnz = dndn+1z = dnx = xn

dn+1dnz = dndn+2z = dnsn−2xn−2 = sn−2dn−1xn−2 = ∗
これより、[dn−1y][∗] = [xn]である。つまり、[xn] = [dn−1y]。しかし、z ∈ Xn+1 のとり方

から、[dn−1z][xn−2] = [xn−1]。よって、[xn][xn−2] = [xn−1]。

2. (∗, · · · , ∗, xn−2, ∗, xn, xn+1) ∈ (X, ∗)n+2
n において、x ∈ Xn+1 が djx = xj を満たせば、

[xn−2][xn] = [xn+1]である。

(∗, · · · , ∗, xn−2, ∗,−, ∗)において、extension conditionより、y ∈ Xn+1が存在し、i 6= n−2, n

に対し、diy = ∗, dn−2y = xn−2 を満たす。

(∗, · · · , ∗, sn−2xn−2, y, x,−, snxn+1)

が extension conditionを満たすため、z ∈ Xn+2が存在し、0 5 i 5 n− 3 diz = ∗, dn−2z =
sn−2xn−2, dn−1z = y, dnz = x, dn+2z = snxn+1 を満たす。このとき、dn+1z ∈ Xn+1 を考

える。0 5 i 5 n− 3に対し、didn+1z = dndiz = ∗であり、

dn−2dn+1z = dndn−2z = dnsn−2xn−2 = sn−2dn−1xn−2 = ∗

dn−1dn+1z = dndn−1z = dny

dndn+1z = dndnz = dnx = xn

dn+1dn+1z = dn+1dn+2z = dn+1snxn+1 = xn+1

以上のことから、[dny][xn+1] = [xn]であることがわかる。しかし、y ∈ Xn+1 のとり方に、

1.を適用すると、[dny][xn−2] = [∗]となる。このことから、[xn−2] = [dny]−1 となり、

[xn−2][xn] = [dny]−1[dny][xn+1] = [xn+1]

3. (∗, · · · , ∗, xn−2, xn−1, xn, xn+1) ∈ (X, ∗)n+2
n において、x ∈ Xn+1 が djx = xj を満たせば、

[xn−2]−1[xn−1][xn+1] = [xn]である。
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(∗, · · · , ∗,−, ∗, ∗, xn−2)において、extension conditionより、y ∈ Xn+1 が存在し、i 6= n −
2, n + 1に対し、diy = ∗, dn+1y = xn−2 を満たす。

(∗, · · · , ∗, dn−2y, ∗,−, xn−1)

が extension conditionを満たすため、z ∈ Xn+1 が存在し、i 6= n − 2, n, n + 1において、
diz = ∗, dn−2z = dn−2y, dn+1z = xn−1 を満たす。さらに、

(∗, · · · , ∗, y, z, snxn,−, x)

が extension conditionを満たすため、w ∈ Xn+2が存在し、0 5 i 5 n− 3に対し、diw = ∗,
dn−2w = z, dn−1w = dn−2y, dnw = snxn, dn+2w = yを見たす。このとき、dn+1w ∈ Xn+1

を考える。0 5 i 5 n− 3に対し、didn+1w = dndiw = ∗であり、

dn−2dn+1w = dndn−2w = dny = ∗

dn−1dn+1w = dndn−1w = dnz

dndn+1w = dndnw = dnsnxn = xn

dn+1dn+1w = dn+1dn+2w = dn+1x = xn+1

以上のことから、[dnz][xn+1] = [xn]であることがわかる。しかし、z ∈ Xn+1 のとり方に、

2.を適用すると、[dn−2y][dnz] = [xn−1]となる。さらに、y ∈ Xn+1 のとり方に、2.を適用

すると、[dn−2y] = [xn−2]となることがわかる。以上より、

[xn−2]−1[xn−1][xn+1] = [dn−2y]−1[dn−2y][dnz][xn+1] = [xn]

4. では準備が整ったので、本題の証明に入る。示すべきは、n = 2, x, y ∈ πn(X, ∗) に対し、
[x][y] = [y][x]である。n = 2という仮定の必要性は上記の議論からすぐにわかる。

(∗, · · · , ∗, x,−, y, ∗)

が extension conditionを満たすので、z ∈ Xn+1が存在し、diz = ∗, dn−2z = x, dnz = yを

見たす。3.により、[x]−1[dn−1z] = [y]となる。つまり、[dn−1z] = [x][y]である。一方、1.に

より、[y][x] = [dn−1z]でもあるので、題意が示された。

Remark 1.8. 上記の議論はすべて、relative versionに拡張できる。すなわち、次のような定
義、命題がある。

• (K,L, ∗)が Kan tripleとは、K が kan complex, Lが K の sub Kan complex, ∗ ∈ L0 と時

を言う。

• (K,L, ∗) : Kan triple、n = 1に対し、

(K, L, ∗)n = {x ∈ Kn | d0x ∈ Ln−1, dix = ∗, 1 5 i 5 n}

という部分集合を考え、πn(K,L, ∗) = (K, L, ∗)n/ 'L により定義する。

• πn(K,L, ∗)は n = 2において群構造を持ち、特に n = 3ではアーベル群となる。
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• πn(K, ∗, ∗) = πn(K, ∗)である。

Remark 1.9. f : (X, ∗) −→ (Y, ∗)を基点を保つ Kan complexの間の simplicial mapとする。
このとき、

f∗ : π∗(X, ∗) −→ π∗(X, ∗)
が、[x] 7→ [fx]により誘導される。これは n = 1において群準同型である。同様に、Kan tripleの
間のmap (X, A, ∗) −→ (Y,B, ∗)に対しても、

f∗ : π∗(X,A, ∗) −→ π∗(Y, B, ∗)

が誘導され、n = 2において群準同型である。これより、π∗は基点つきKan complexから、n = 0
のときは集合、n = 1のときは群、n = 2のときはアーベル群への functorである。あるは、Kan
tripleから、n = 1のときは集合、n = 2のときは群、n = 3のときはアーベル群への functorで
ある。

Lemma 1.10. (K,L, ∗)を Kan tripleとしたとき、∂ : πn(K, L, ∗) −→ πn−1(L, ∗)を ∂[x] =
[d0x]により定義すると、これは群準同型である。

Proof. [x], [y] ∈ πn(K, L, ∗)に対し、[x][y] = [dnz]とかく。ただし、z ∈ Kn+1で、i 6= 0, n−1, n+1
に対し、diz = ∗, d0z ∈ Ln, dn−1z = x, dn+1z = yを満たす。このとき、0 5 i 5 n− 3に対し、

did0z = d0di+1z = ∗

dn−2d0z = d0dn−1z = d0x

dn−1d0z = d0dnz

dnd0z = d0dn+1z = d0y

これより、

∂([x][y]) = ∂([dnz]) = [d0dnz] = [dn−1d0z] = [d0x][d0y] = ∂[x]∂[y]

Theorem 1.11. (K, L, ∗)を Kan tripleとしたとき、次の完全列が存在する。

· · · −→ πn(L, ∗) i−→ πn(K, ∗) j−→ πn(K,L, ∗) ∂−→ πn−1(L, ∗) −→ · · ·

ただし、i, j は inclusion (L, ∗) −→ (K, ∗), (K, ∗, ∗) −→ (K, L, ∗)からの誘導である。

Proof. 一つ一つ確かめればよい。

Theorem 1.12. p : (X, ∗) −→ (Y, ∗)を基点を保つ Kan complex間の Kan fibrationとする。
このとき、p−1(∗) = F に対し、

p∗ : πn(X, F, ∗) −→ πn(Y, ∗)

は同型である。
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Proof. 逆写像 q : πn(X,F, ∗) −→ πn(Y, ∗)を以下のように定義する。[y] ∈ πn(Y, ∗)に対し、pが

Kan fibrationであることから、x ∈ (X, ∗)が存在し、1 5 i 5 nに対し、dix = ∗, p(x) = yを満た

す。このとき、 pd0x = d0px = d0y = ∗なので、d0x ∈ (F, ∗)である。これより、x ∈ (X, F, ∗)で
ある。q[y] = [x]により定義するとこれは well definedである。なぜなら、y ' y′ としたとき、そ

の homotopyを z ∈ Yn+1 とおくと、Kan fibrationにより z も liftされ、それが xと x′ をつなぐ

homotopyとなる。このとき、p∗q = 1であることは定義より導かれ、qp∗ = 1であることも liftの
up to homotopyでの一意性による。

Corollary 1.13. p : (X, ∗) −→ (Y, ∗)を基点を保つ Kan complexの間の Kan fibrationとした
とき、次の完全列が存在する。

· · · −→ πn(F, ∗) i−→ πn(X, ∗) p∗−→ πn(Y, ∗) −→ πn−1(F, ∗) −→ · · ·

Proof. 次の可換図式を考える。

πn(F, ∗) πn(X, ∗) πn(X,F, ∗) πn−1(F, ∗)

πn(F, ∗) πn(X, ∗) πn(Y, ∗) πn−1(F, ∗)
?

=

-

?

=

-

?

p∗

-∂p∗

?

=

- - -∂

Theorem 1.11上列が完全列であり、Theorem 1.12により、縦列のmapはすべて同型なので、下
列も完全である。
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